t Carré

PAR AMINE MOHAMMED - COURS, EXERCICES & CONTROLES

Arithmétique dans Z — Cours

2eme Bac - Arithmétique dans Z

1. Rappels

Divisibilité, division euclidienne, congruences modulo . (compatibles avec +, X et puissances).
2. PGCD et théoreme de Bézout

I Bézout : ¢ A b = 1 (premiers entre eux) < I(u;v) € Z2, au + bv = 1.

Plus généralement, il existe u, v tels que au + bv = a A b (identité de Bézout, obtenue en remontant
|'algorithme d'Euclide).

3. Théoreme de Gauss

l Sia |bcetaAb=1,alorsa | c.
Conséquences :sia | n, b | neta Ab =1, alors ab | n. Si p premier divise ab, alorsp | a ou p | b.

4. Equation az + by = ¢

Elle admet des solutions entiéres si et seulement sid = a A b divise ¢. Si (2¢; Yo ) est une solution, les
solutions sont :

b a
w::ro%—gk y:yo—gk (ke Z)

5. Petit théoreme de Fermat

l Si p est premier et p { a, alors a? ! = 1 [p]. Pour tout a : a? = a [p).

6. Congruence gz = b [n]

Sia An =1, on trouve un inverse a’ de @ modulo n (aa’ = 1 [n|, par Bézout) et = a'b [n].
Exemple

3x=2[7:3x5=15=1[7],doncx =5x2=10=3[7].
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